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2. 非決定的力学系

(2.1) 基礎概念

(2.1.a) 定義：Γ = (Γ0,Γ1)が非決定的力学系であるとは、Γが有向グラフであって、すなわち、

Γ1 ⊂ Γ0 × Γ0

であり、どの頂点からも辺が出ていることをいう。頂点を状態、辺を遷移ともいう。
(v, w) ∈ Γ1 のとき v

Γ→ w, あるいは単に、v→w と書く。また、しばしば、v ∈ Γ に
より,v が Γ の頂点（状態）であることを表す。

γ = (v1, v2, · · · , vm) が道であるとは、vi
Γ→ vi+1 (i = 1, · · · ,m − 1) が成り立つこと

をいう。

注意：力学系はどの頂点の出次数も丁度１である有向グラフとみなせる。

(2.1.b) 定義：ϕ : Γ1→Γ2 が simulation mapであるとは、

∀v1 ∈ Γ0
1∀w2 ∈ Γ0

2[f(v1)→w2 ⇒ ∃v2 ∈ Γ0
1[v1→v2 ∧ ϕ(v2) = w2]],

すなわち
ϕ∗ChildΓ1(v1) = ChildΓ2(ϕ(v1)) ∀v1 ∈ Γ0

1

が成り立つことをいう。ただし、

ChildΓ(x) := { y | x Γ→ y }.

非決定的力学系を 対象 simulation map を arrowとするカテゴリーを NDynと書く。

(2.1.c) 部分非決定的力学系: 包含写像 Γ1→Γ が simulation map であるとき、すなわち、

v ∈ Γ1 ⇒ Child(v) ⊂ Γ1

が成り立つとき、Γ1 を部分非決定的力学系 という。部分非決定的力学系の全体を
Sub(Γ) と書く。

(2.2) bisimulation

(2.2.a) 非決定的力学系 Γi (i = 1, 2) に対して、R ⊂ Γ0
1 × Γ0

2 が bisimulation(双模倣)であ
るとは、ある simulation map ψi : Γ→Γi (i = 1, 2) 　が存在して、

R = { (ψ1(v), ψ2(v) | v ∈ Γ }

となることをいう。

(2.2.b) 命題. R が bisimulationであるためにはすべての ∀(v1, v2) ∈ R に対して次が成り立つ
ことが必要かつ十分な条件である：

∀w1 ∈ Γ1 [v1→w1 =⇒ ∃w2 ∈ Γ2[(w1, w2) ∈ R ∧ v2→w2]]

かつ
∀w2 ∈ Γ2 [v2→w2 =⇒ ∃w1 ∈ Γ1[(w1, w2) ∈ R ∧ v1→w1]] .
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(2.2.c) 命題. R,R′ が bisimulation ならば、R ∪R′, tR, R ◦R′ も bisimulation.　従って、R
が Γの自己 bisimulationならば、Γを含む最小の同値関係もまた bisimulationとなる。

(2.2.d) 命題. R が非決定的力学系 Γ の同値関係かつ bisimulationならば、商集合のうえに
[v]→[w] ⇐⇒ v→w により非決定的力学系の構造が入り、商写像が simulation map

となる。

(2.3) 一状態の生成する 非決定的力学系.

(2.3.a) 定義．Γ が tree であるとは、それが連結なグラフであり、しかも、ある写像 boss :

Γ0→Γ0 のグラフの逆となっていること、すなわち、Γ1 = { (boss(v), v) | v ∈ Γ0 } で
あることをいう。連結性より、 boss(∗) = ∗ となる頂点*がただ一つ定まる。これを
tree Γ の root と呼ぶ。

(2.3.b) 定義. Γ の各頂点 v に対して、tree である PathΓ(v) が定義される：その頂点は v を
始点とする有限長の道、辺 γ→γ′ は、道 γ が道 γ′ の最後の部分を取り除いたもので
あること、すなわち、

γ = (v, v1, · · · , vn), γ′ = (v, v1, · · · , vn, w)

となっていることを意味する。boss(γ′) = γ, boss((v)) = (v) となっている。

(2.3.c) 命題 ψ : Γ1→Γ2 が simulation map ならば各 v ∈ Γ1 に対して、

ψ∗ : PathΓ1(v)→PathΓ2(ψ(v))

が導かれ、全射となる。

(2.3.d) 命題. 写像 ϖ(v) : PathΓ(v)
0→Γ0 (v, v1, · · · , vn) 7→ vn は simulation map となる。

この像を Γv と書く。

(2.3.e) 命題.

(2.3.e.i) ϕ : Γ1→Γ2 がmonicであための必要十分な条件は ϕ が写像として単射であること
である。

(2.3.e.ii) simulation map ψ : Γ1→Γ2 に対して、像 Im(ψ) が

({ ψ(v) | v ∈ Γ1 }, { ψv→ψw | v→w })

により定義される。

(2.4) カテゴリーとしての性質

(2.4.a) 初対象：0 = (∅, ∅),

(2.4.b) 終対象：1 = ({ ∗ }, { (∗, ∗) }),

(2.4.c) テンソル積：Γ1 ⊗ Γ2 =
(
Γ0
1 × Γ0

2,Γ
1
1 × Γ1

2

)
(2.4.c.i) (Γ,Γ2) 7→ Γ1 ⊗ Γ2 は bifunctor.

(2.4.c.ii) 1⊗ Γ ≃ Γ

(2.4.c.iii) Γ2→1 は Γ1 ⊗ Γ2→Γ1 を引きおこす。
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(2.4.c.iv) 積は一般には存在しない。すなわち、Γ→Γi (i = 1, 2) は Γ→Γ1 × Γ2 を一般には
導かない。これは、Γ が Γi (i = 1, 2) の各々を simulateし得ても、Γi の双方を
同時に simulateすることは一般には出来ないこと意味する。
なお、力学系の場合には、Γ,Γi (i = 1, 2) のいずれも各状態からの遷移は一意的
なので、Γ は双方を同時に simulateできるのである。

(2.4.d) テンソル積 (2): ψi : Γi→Γ (i = 1, 2) に対して、非決定的力学系 Γ1 ⊗Γ Γ2 を、状態
空間を

Γ0
1 ×Γ0 Γ0

2 := { (v1, v2) ∈ Γ0
1 × Γ0

2 | ψ1(v1) = ψ2(v2) }

遷移を、
(v1, v2)→(w1, w2) ⇐⇒ v1→w1 ∧ v2→w2

により定めると、κi : Γ1 ⊗Γ Γ2→Γi (i = 1, 2) ((v1, v2) 7→ vi)は simulation map と
なる。

注意：

(2.4.d.i) Γ1 ⊗Γ Γ2 は Γ1,Γ,Γ2 について functorial である。

(2.4.d.ii) Γ1 ⊗Γ Γ2 の状態空間は Γ1 ⊗Γ2 の部分集合であるが、包含写像は simulation map

ではない。

(2.4.d.iii) 次は pull-back diagram には一般にはならない。

Γ2 Γ-
ψ2

Γ3 Γ1
-κ1

?

κ2

?

ψ1

しかし、ψi のいずれかが monic であれば、pull-backとなる

(2.4.d.iv) Γ⊗Γ Γ ≃ Γ.

(2.4.e) 和：Γ1 ⊕ Γ2 =
(
Γ0
1

⨿
Γ0
2,Γ

1
1

⨿
Γ1
2

)
(2.4.f) coequalizer fi : Γ→Γ1 (i = 1, 2) に対して、coequalizer F : Γ1→Γ2 が存在する：

Γ Γ1
-f1
-

f2
Γ2

-F

構成法：R := { (f1(v), f2(v)) | v ∈ Γ }を含む最小の同値関係を作ると、これが自己双模
倣となる。このとき、この同値関係による商集合を状態空間とし、商写像が simulation

map となるような 非決定的力学系 Γ2 が同型を除いて唯一つ存在する。

(2.4.g) push-out ψi : Γ→Γi (i = 1, 2) に対して、非決定的力学系 Γ1 ⊕Γ Γ2 を、次の図が
coequalizer となるように定義する：

Γ Γ1 ⊕ Γ2
-ψ1
-

ψ2

Γ1 ⊕Γ Γ2
-
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