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(2.6) カテゴリー T ree上の presheaf としての 非決定的力学系

(2.6.a) 木のカテゴリー T ree：対象は木、射は simulation map。従って、T reeは NDynの
full subcategory.　

(2.6.b) T ree上の presheaf category: T reeop から Setへの functor を T ree上の presheaf

と呼ぶ。それを対象とし、natural transformation を射とするカテゴリーを

T̂ ree := Func (T reeop,Set)

と書く。このカテゴリーの基本的性質は

(2.6.b.i) T̂ reeは complete かつ cocomplete で

(limPj)(C) = lim(Pj(C)), (colimPj)(C) = colim(Pj(C)).

（「極限は pointwise にとれる」）

(2.6.b.ii) 米田写像と呼ばれる full embedding y : T ree→T̂ ree が

y(T )(T ′) := T ree(T ′, T )

により定義される。

(2.6.b.iii) トポスである。

(2.6.c) 定理. R : NDyn→T̂ ree がR(Γ)(T ) = NDyn(T,Γ) により定義されるが、

(2.6.c.i) R は left adjoint L : T̂ ree→NDyn をもつ ：

T̂ ree(P,RΓ) ≃ NDyn(LP,Γ).

(2.6.c.ii) counit ϵΓ : L(R(Γ))→Γ は同型となる。従って NDynは T̂ reeの reflective sub-

category となる。

（cf: [Mac Lane & Moerdijk, Sheaves in Geometry and Logic], p41 Theorem 2 ）

(2.6.d) 構成法. P ∈ T̂ ree に対して

L(P ) = colim

(∫
P

π→ T ree ⊂ NDyn

)
,

ただし、
∫
P は

• 対象：(T, p) (p ∈ P (T ))

• 射 ψ : (T, p)→(T ′, p′)： P (ψ)(p′) = p を満たす simulation map ψ : T→T ′

なるカテゴリー、
∫
P

π→ T ree は (T, p) 7→ T なる functor.

NDynは cocompleteなので（cf. (2.4)）この族の colimitが定義される。具体的には、⨿
T∈T ree,p∈P (T )

Tp (Tp は T のコピー )
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に t ∼ ψ(t)（ψ : (T, p)→(T ′, p′)）の生成するbisimulation同値関係を入れて商をとる。

この構成は次のようにも言える：

L(P ) := { (p, t) | p ∈ P (T ), t ∈ T, T ∈ T ree }/ ≃

ただし、
(p′, ψt) ≃ (p′ψ, t) (p′ ∈ P (T ′), t ∈ T, ψ : T→T ′).

(2.6.e) counit

ϵΓ : LRΓ→Γ

は [(φ, t)] 7→ φ(t) (φΓ(T ) = NDyn(T,Γ)) により与えられる。

(2.6.f) 系.　 T reeは NDynの中で dense, すなわち、非決定的力学系は T reeの colimとし
て表される。

(2.6.g) 注意. unit ηP : P→RLP は同型とは限らない、すなわち

ηP (T ) : P (T )→NDyn(T, colim(

∫
P→T ree ⊂ NDyn)),

(P (T ) ∋ p 7→ [t 7→ [(p, t)]]) は同型とはならない。従って R : NDyn→T̂ ree は同型で
はない。

(2.6.g.i) 問題. y(Γ) ∈ T̂ ree は tree の colimを lim に写す、すなわち、T ≃ colimTj なら
ば、NDyn(T, T ′) ≃ limNDyn(Tj , T

′) となるか。

(2.6.g.ii) 一般の T̂ ree の対象 P : T ree→Set はこれを満たさない。（問題：この例を挙
げよ。）

(2.6.g.iii) 問題：逆に colim を lim に写せば、NDynの米田写像による像となるか？

(2.6.h) 例

(2.6.h.i) T→Sub(T ) に対して、L(Sub) ≃ Ω.

(2.6.h.ii) 問題：T→Sub(T ⊗ Γ) から定義される PΓ は power objectとなるか？すなわち、
以下のように定義される射

Φ : Sub(Γ1 ⊗ Γ2)→NDyn(Γ1, PΓ2)

は同型か？Γ ⊂ Γ1 ⊗ Γ2 と v1 ∈ Γ1 に対して、

κ(v1) ∈ Sub(Path(v1)⊗ Γ2)

を次が pull-back となるように定める。

Γ ∩ (Γv1 ⊗ Γ2) Γv1 ⊗ Γ2
--

κ(v1) Path(v1)⊗ Γ2
--

? ?
.

そして、
Φ(Γ) := κ(v1)

と定義する。

北大理数学 辻下　徹



5–3

(2.6.h.iii) 問題：T→NDyn(Γ1 ⊗ T,Γ2) から定義される [Γ1,Γ2] はべき対象となるか？すな
わち、以下のように定義される射

Ψ : NDyn(Γ⊗ Γ1,Γ2)
∼→ NDyn(Γ, [Γ1,Γ2])

は同型となるか？
F : Γ⊗ Γ1→Γ2 と v ∈ Γ に対して

κF (v) ∈ NDyn(Path(v)⊗ Γ1,Γ2)

を次の図が可換になるように定義し、Ψ(F )(v) := κF (v) とおく。

Γ⊗ Γ1 Γ2
-

F

κF (v)
@

@
@
@R

Path(v)⊗ Γ1

?

ϖ(v)⊗ 1

（Φ : NDyn(Γ, [Γ1,Γ2])→NDyn(Γ⊗ Γ1,Γ2) が存在して、Φ ◦Ψ = id とはなる
が、Ψ ◦ Φ = id とはならない。）

(2.6.h.iv) 問題. PΓ ≃ [Γ,Ω] となるか？
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