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1. 講義の目的：微積分の諸定理は無限小量に基づく直観的議論により
納得できることが多いが、それを証明するには一旦直観的議論を忘
れて ε-δ 式の精密な議論によってもう一度証明を見い出さなければ
ならないことになっている。ε-δ 式の議論も一旦習得すれば独特の
魅力もあり何の不都合ないようにみえるかもしれないが、実はその
議論の間接性は生の解析的諸現象を心理的に遠ざけてしまう危険性
が大きいのである。

一方無限小の量に基づく発見的議論は直観に基づくことが多く、そ
れに基づく論証はしばしば誤りに導くことが多い。事実、無限小の
量を用いて信頼の置ける議論をする方法は１９６０年代に数理論理
学の進歩によって初めて発見されたのであった。

この講義ーの直接の目的は、「無限小量の概念」に基づいて正確な
議論をする方法を習得して頂くことであるが、それだけでなく、そ
れを通して「無限小量の概念」のように一見すると辻妻のあわない
ようなものが精密な議論の土台となるありさまを経験することによ
り数学という学問のもつ役割の一つ－－形式化しにくいが直観的に
は明白な概念を学問の武器に昇格させるという役割－－を知って頂
くことが講義の本当の目的である。

2. 参考書：内的集合論に基づく超準解析の初等的な定式化はNelson に
よって発見された。この講義は、その入門的解説書

(a) Robert, A.: Nonstandard Analysis, John Wiley 1985, ISBN
0-471-91703-6.

(b) Nelson, E.:Radically elementary probability theory, Princeton
University Press 1987, ISBN 0-691-08473-4.

を参考にする。



3

超準解析の日本語のテキストも多い。残念ながら内的集合論に基づ
いてはいないが超準解析による議論を参考にすることはできる。

(a) キースラー：無限小解析の基礎、東京図書 1986, ￥2500,ISBN
4-489-0982-7..

(b) 竹内外史：無限小解析と物理学、遊星社 1985,￥2600, ISBN 4-
7952-6854-1.

(c) 釜江哲朗：超準的手法にもとづく確率解析入門、朝倉書店1993,ISBN
0-471-91703-6.
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1 論理記号

(a) 命題論理.
正しいか否かが判定できる主張を命題という。命題を表わす記
号を命題変数という。一般に命題 P が正しいことを単に「P

である」という。P,Q が命題であるとき、合成命題が次のよ
うに作れる。

P ∧ Q P と Q がともに正しいとき正しい
P ∨ Q P または Q が正しいとき正しい
P ⇒ Q 「P であるとき Q である」とき正しい

(これは ¬P ∨ Q と論理同値.)
¬P P ではないとき正しい

P ⇔ Q P が正しいことと Q が正しいことは同じとき正しい

(b) 述語論理.
命題がパラメータを含む時、述語という。パラメータを x とあ
らわし、それを含むかもしれない述語を P (x) とあらわす。x

に具体的なものを「代入」すると命題が得られる。パラメータ
は一般に複数あってもよい。述語から命題を作る方法が２とお
りある：

∀x.P (x) すべてのもの x について P (x) が正しい
∃x.P (x) P (x) が正しいような x が存在する

通常は、考える個体はある条件を満たすものだけ考える：

∀x ∈ A.P (x) 集合 A のすべての元 x について P (x) が正しい。
∃x ∈ A.P (x) P (x) が正しいような x が A の中に存在する。

(c) 否定文の作り方:

¬R ¬ を中に移したもの
¬(P ∧ Q) ¬P ∨ ¬Q

¬(P ∨ Q) ¬P ∧ ¬Q

¬(P ⇒ Q) P ∧ ¬Q

¬¬P P

¬∀x ∈ A.P (x) ∃x ∈ A.¬P (x)
¬∃x ∈ A.P (x) ∀x ∈ A.¬P (x)
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2 集合論の概要

集合論の基本的な概念と記号を復習する。

(a) 基礎概念: x ∈ y:x は集合 y の要素.

(b) 外延主義. { x | P (x) }:性質 P (x) を満たす x の集まり。(哲学
では概念 P の外延(extension)という.)

i. 性質の外延による表現.

• 性質は x ∈ A という形で表現できる：

x ∈ { x | P (x) } ⇔ P (x),

• x ∈ X, y ∈ Y についての２項関係 R(x, y) は 〈x, y〉 ∈
R (R ⊆ X × Y )という形で表現できる、

〈x, y〉 ∈ { 〈x, y〉 | R(x, y) } ⇔ R(x, y).

ii. 外延が性質を決める.

(P (x) ⇔ Q(x)) ⇔ { x | P (x) } = { x | Q(x) }.

iii. Russell’s paradox: y := { x | x /∈ x }を集合とすると矛
盾する。(y ∈ y ならば y /∈ y, y /∈ y ならば y ∈ y. 従って、
¬(y ∈ y ∨ y /∈ y) i.e. y /∈ y ∧ ¬y /∈ y が成り立ち矛盾。)

(c) 派生概念.

i. x ⊆ y: x は y の部分集合.
定義：　　 x ⊆ y ≡ ∀u[u ∈ x ⇒ u ∈ y].

ii. ∅:空集合.

iii. { x, y }:x, y を要素とする対集合(非順序対). u = x∨u = y

の外延。

iv. X × Y := { 〈x, y〉 | x ∈ X, y ∈ Y } ( 〈x, y〉 は x, y の順序
対で

〈x, y〉 = 〈u, v〉 ⇔ x = u ∧ y = v

を満たす。von Neuman による実現：

〈x, y〉 := { x, { x, y } }.

v. pow x := { y | y ⊆ x }:x のべき集合.

超準数学入門 1996
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vi. f : x→y:f は集合 x から y への写像. f の外延はそのグ
ラフ:

G(f) := { 〈u, f(u)〉 | u ∈ x }.

(d) ベキ集合の代数的構造.

i. pow X 上のブール演算 (a, b は X の部分集合).

A. 集合和:a ∪ b := { x | x ∈ a ∨ x ∈ b }
B. 集合積:a ∩ b := { x | x ∈ a ∧ x ∈ b }
C. 集合差:a \ b := { x | x ∈ a ∧ x /∈ b }
D. 補集合:ac := X \ a.

ii. 基本的法則

A. 自明に見える性質
可換性：x ∩ y = y ∩ x, x ∪ y = y ∪ x

結合性：(x ∩ y) ∩ z = x ∩ (y ∩ z),
(x ∪ y) ∪ z = x ∪ (y ∪ z)

B. 分配法則：x∩ (y∪ z) = (x∩ y)∪ (x∩ z), x∪ (y∩ z) =
(x ∪ y) ∩ (x ∪ z).

C. De Morgan の法則:(x ∪ y)c := xc ∩ yc, (x ∩ y)c :=
xc ∪ yc,

iii. ベン図法について

(e) 集合論の公理 (Zermelo–Fraenkel の公理系)

i. 外延性公理：要素が同じ集合は等しい。すなわち

∀x∀y[x = y ⇔ ∀u[u ∈ x ⇔ u ∈ y]].

ii. 集合形成公理 (既に存在する集合から新しい集合を形成す
る)

A. 内包性公理：任意の集合 a と、条件 P について x の
部分集合 { x | x ∈ a ∧ P } が存在する。

B. 対集合は存在する。

C. 和集合は存在する。

D. べき集合は存在する。

iii. 存在公理：

A. 空集合が存在する。

B. 無限集合が存在する。

iv. 正則性公理 (有基性公理)

v. 選択公理
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vi. 置換公理 (Fraenkel の公理)...普通は意識しなくてよい。

(f) 集合論の位置付け. 現代数学は集合論に「帰着」されると考え
られている。すなわち、すべての数学的な概念は集合論の言葉
で表現でき、数学的定理は集合論の公理系から導けると信じら
れている。

超準数学入門 1996
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3 内的集合論の公理

(a) 新しい述語. x は標準的である。「標準的」という述語を使わ
ないで定義できる概念や対象は古典的であるという。普通の数
学の概念・対象はすべて古典的である。

(b) 記号.

i. ∀sxϕ(x) ≡ ∀x[x が標準的⇒ ϕ(x)](標準的な x はすべて
ϕ を満たす。)

ii. ∀fxϕ(x) ≡ ∀x[x は有限⇒ ϕ(x)] (有限集合 x はすべて ϕ

を満たす。)

iii. ∃sxϕ(x) ≡ ∃x[x が標準的 ∧ ϕ(x)] (ϕ を満たす標準的な x

がある。)

iv. ∃fxϕ(x) ≡ ∀x[x は有限∧ϕ(x)] (ϕを満たす有限集合 xが
存在する。)

これらを組み合わせて ∀sf ,∃sf などを用いる。このとき、次が
成り立つ。

i. ¬∀sxϕ(x) ⇔ ∃sx¬ϕ(x),

ii. ¬∃sxϕ(x) ⇔ ∀sx¬ϕ(x).

(c) 内的集合論の公理. 通常の集合論の公理に次の３公理を追加す
る。これらの公理の意義は、今後詳しく説明する。

I (理想化公理 Idelization)任意の古典的な２項関係 R(x, y)に
対して

∀sfF∃x∀y[R(x, y)] ⇔ ∃x∀sy[R(x, y)]

注意

• R の定義域・値域は標準的である必要はない: R ⊆
X ×Y で X,Y が古典的に与えられればよい。たとえ
ば、{ x ∈ R | x < ω } で ω が超準的であってもかま
わない、なぜならば論理式 x < ω は古典的だからで
ある。

S (標準化公理　 Standarization) 任意の古典的な集合 E と任
意の述語 P (x) について

∃sA ⊆ E∀sx[x ∈ A ⇔ x ∈ E ∧ P (x)].

T (転移公理 Transfer) F (x, y1, · · · , ym) を古典的な述語とす
る、ただしその自由変数は { x, y1, · · · , ym } に含まれると
する。a1, · · · , am が 標準的であるとき

∀xF (x, a1, · · · , am) ⇔ ∀sxF (x, a1, · · · , am).



9

4 理想化公理の帰結.

∀sfF∃x∀y ∈ F [R(x, y)] ⇔ ∃x∀sy[R(x, y)]

(a) 命題. 超準自然数（標準的でない自然数）が存在する.

(b) 命題. 無限集合はすべて超準元を含む.

(c) 命題. どの集合もその標準的な元をすべて含むような有限
部分集合を持つ.

証明. E を集合とし、その有限部分集合の全体のなす集合を pow fE
とする。有限部分集合という性質は古典的だから

pow fE ≡ { s ∈ pow E | s は有限集合 }

はたしかに存在する。さて、pow fE と E の間の古典的関係 S

S(X, e) ≡ e ∈ X

に理想化公理を適用する。まず、条件は自明に成立する。実際、E の
任意の標準的な有限部分集合 F に対して F ∈ pow fE 自身が

∀x ∈ F [S(F, x)]

を満たす。したがって公理より ∀sx ∈ E[S(F, x)] を満たす有限部分

集合 F ⊆ E が存在することがわかる。

5 転移公理の帰結.

F (x, y1, · · · , ym)を古典的な述語とする、ただしその自由変数は { x, y1, · · · , ym }
に含まれるとする。a1, · · · , am が 標準的であるとき

∀xF (x, a1, · · · , am) ⇔ ∀sxF (x, a1, · · · , am).

(a) 意味. 古典的な条件が標準的な元について成立しているこ
とがわかれば、すべての元についても成立していることがわ
かる。

(b) 存在命題への適用. P (x) が古典的であり、パラメータがな
いとき、公理の帰結

∀x¬P (x) ⇔ ∀sx¬P (x)

超準数学入門 1996
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と
∃x P (x) ≡ ¬∀x ¬p(x)

より
∃x P (x) ⇔ ∃sx P (x).

すなわち、古典的な条件を満たす元が存在すれば、必ずその条
件を満たす標準的な元が存在することがわかる。

(c) 定理. 標準的写像は標準的な元を標準的な元に移す.

証明. f : X→Y を標準的な写像とする。さらに a ∈ X は標準的で
あるとする。 このとき 〈a, y〉 ∈ f という論理式は古典的で、出現す
るパラメータ　 f, a は仮定より標準的なので、転移公理により

∃sy ∈ Y [〈a, y〉 ∈ f ] ⇔ ∃y ∈ Y [〈a, y〉 ∈ f ].

したがって、y = f(a) のとき y′ = f(a) となる標準的な y′ が存在

するが f は写像なので　 y = y′ となる。

(d) 「有限」についての補足.

i. 個数が標準的な有限集合 条件として、

∗∗ P (x) ≡ x = a1 ∨ x = a2 ∨ · · · ∨ x = an

というものをとれば、これは古典的であるから集合

{ a1, · · · ,an } def⇐⇒ { x | P (x) }

が定義される。この集合の個数は ai が相異なれば n 個で
あり、この n は実際には具体的な数字であり、標準的であ
る。この意味で、標準的な数はわれわれが普通に使う数で
ある。

ii. 有限集合 これに対して、超準数学での有限性は、有限
の特徴づけ

X が有限
def⇐⇒ ∀f : X→X [f は単射⇒ f は全単射]

を用いて定義される。
これだけの条件からは、X が { a1, · · · ,an }という形にか
けるはいえない (n は標準的な数)。しかし、{ a1, · · · , an }
という形の集合を nが非標準的な自然数についても定義す
ることができることがあとでわかる (古典的な写像 i 7→ ai

の像として)。
標準的な有限集合の個数は標準的である。（有限集合に個
数を対応させる写像は古典的に定義される。）
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iii. 定理 (個数が標準的な有限集合が標準的であるための必要
十分条件) n が標準的自然数のとき、

X := { a1, · · · ,an }が標準的⇔ ai はすべて標準的

これは、次の定理の特別な場合である。

iv. 定理 集合 E のすべての元が標準的である ⇔ E は標
準的な有限集合。

証明.

∃x ∈ E∀sy ∈ E[x 6= y] ⇔ ∀sfF ⊂ E∃x ∈ E ∀y ∈ F [x 6= y]
⇔ ∀sfF ⊂ E∃x ∈ E [x /∈ F ]
⇔ ∀sfF ⊂ E [E 6⊆ F ]
⇔ ∀sfF ⊂ E [E 6= F ]

超準数学入門 1996
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6 標準化公理

任意の古典的な標準的集合 E と任意の述語 P (x) について

∃sA ⊆ E∀sx[x ∈ A ⇔ x ∈ E ∧ P (x)].

[6.2.1] これにより、任意の述語 P (x) と任意の標準的な集合 E から、

次のような標準的な部分集合 S{ x ∈ E | P (x) } が存在するこ
とがわかる：

∀sx ∈ E [x ∈ S{ x ∈ E | P (x) } ⇔ P (x)].

これを、P が間接的に定める部分集合という。

[6.2.2] 例：

[6.2.2(1)] S{ x ∈ N | x は標準的 } = N.

[6.2.2(2)] S{ x ∈ N | x は標準的でない } = ∅.

[6.2.3] 注意. 上の例からわかるように x ∈ E が標準的でない場合は
次のいずれも実際に可能である。

[6.2.3(1)] x ∈ S{ x ∈ E | P } であるが P (x) ではない。

[6.2.3(2)] x /∈ S{ x ∈ E | P } であるが P (x) である。

[6.2.4] 命題 (写像の間接的定義). X,Y を標準的な集合とし、R(x, y)
はX の元と Y の元の間の関係であって

(7 − 1) ∀sx ∈ X∃sy ∈ Y [R(x, y)]

すなわち、X の任意の標準的な元に対して、Y の標準的な元
がただ一つR のもとで対応している（i.e. R(x, y)が成り立つ）
ようなものとする。このとき、

y = f(x) ⇔ R(x, y)

が任意の標準的な x, y について成り立つような標準的な写像
f : X→Y がただ一つ存在する。

証明.
SR := S{ (x, y) ∈ X × Y | R(x, y) } ⊆ X × Y

とおくと、任意の標準的な x, y に対して (x, y) ∈ SR が成り立つの
で転移公理から 任意の x, y に対して (x, y) ∈ SR が成り立つ。すな
わち

∀x ∈ X∃y ∈ Y [(x, y) ∈ SR]
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が成り立つ。従って、これは標準的な写像 f : X→Y のグラフとなる。
唯一性の証明：g : X→Y も標準的な元 (x, y) について

y = g(x) ⇔ R(x, y)

を満たすとする.標準的な元 x について y = f(x), y′ = g(x) とお

くとこれらは標準的な元で R(x, y) かつ R(x, y′) が成り立つので、

(7-1) より y = y′ となる。すなわち、∀sx ∈ X [f(x) = g(x)] が示さ

れる。従って転移公理より ∀x ∈ X [f(x) = g(x)] となるので f = g

が示される。

[6.2.5] 例.

[6.2.5(1)] 非標準的な個数の数の和. 標準的な実数列 a = (ai) が
あるとする。すなわち、a : N→R は標準的な写像とす
る。このとき、各標準的な自然数 n に対して標準的な数
a1 +a2 + · · ·+an を対応させる対応を Rとすると、これは
上の定理の仮定を満たす。従って、標準的な写像S : N→R
で、標準的な自然数 n については

S(n) = a1 + a2 + · · · + an

となるものがある。S(n) を
∑n

i=1 ai と記す。従って非標
準的な自然数 n についても

∑n
i=1 ai は意味をもつことに

なる。
注意.これは

∑∞
i=1 ai と混同してはいけない。これは存在

することもあればそうでないこともある。しかし、非標準
的な自然数 ω に対して

∑ω
i=1 ai はどのような数列 (ai)に

ついても確定するのである。この両者の関係の分析は、超
順解析の解析学への応用の最初のステップの一つである。

[6.2.5(2)] 非標準的な個数の数の積. 同様に、
∏n

i=1 ai も意味をもつ。

[6.2.5(3)] 操作の非標準的回数の繰り返し. f : X→X を標準的な写
像とするとき、標準的な自然数 n については f の n 回合
成 fn が定義される。従って、任意の自然数 n についても
n 回合成 fn が定義される。

[6.2.5(4)] 非標準的区間での積分. f : R→R を標準的な積分可能関
数とする。このとき、標準的な実数 a, b に対して、標準的
な実数

∫ b
a f(x)dx が対応するので任意の実数 a, b について

も
∫ b
a f(x)dx が定まる。

超準数学入門 1996
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[6.2.6] 古典的命題の相対化. R(x, y, z, w) を古典的な述語とするとき

∀x∃y∀z∃w [R(x, y, z, w)] ⇔ ∀sx∃sy∀sz∃sw [R(x, y, z, w)]

が成り立つ。これは外側から転移公理を適用することで示され
る。この例で示されるように古典的述語から構成された閉じた
命題（すなわち各自由変数を ∀ または ∃で束縛した命題）は、
∀ 7→ ∀s,∃ 7→ ∃s とすべて置き直したものと論理同値である。

6.3 標準的写像についての外延性定理. f, g : X→Y を標準的な写像と
する。このとき、

∀sx ∈ X
[

f(x) = g(x)
]

⇒ f = g

が成り立つ。

証明. f, g のグラフをおのおの F,G ⊆ X × Y とする。どの x ∈ X, y ∈ Y
についても

〈x, y〉 ∈ F ⇔ y = f(x),

〈x, y〉 ∈ G ⇔ y = g(x).

標準的な x については f(x) = g(x) であることより、x ∈ X が標準的な
らば,

〈x, y〉 ∈ F ⇔ 〈x, y〉 ∈ G

が任意の y について成り立つ。よって、

∀sx∀y
[
〈x, y〉 ∈ F ⇔ 〈x, y〉 ∈ F

]
が成立する。これより転移公理によって

∀x∀y
[
〈x, y〉 ∈ F ⇔ 〈x, y〉 ∈ F

]
が得られる。従って、F = G となる。
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7 実数

超準数学は実数についての重宝な言葉を提供する：無限小実数、２実
数が無限に近い、実数の標準部分等。これらの述語は非古典的なので慎重
に使わないと誤った結論を出しやすい。

1. 無限小実数. 実数 x が無限小であるとは

(∗) ∀sr ∈ R
[

r > 0 ⇒ |x| < r
]

を満たすことをいう。この述語は

(∗∗) ∀s ∈ N
[
|x| < 1/n

]
と同値である。(*)が (**)を導くことは明らかであるが、逆はArchimedes
の公理

∀r ∈ R
[

r > 0 ⇒ ∃n ∈ N
[

nr > 1
] ]

を用いる。

命題. 標準的な無限小実数は 0 である。

証明. x を標準的な無限小実数とする。無限小の定義より

∀sr ∈ R
[

r > 0 ⇒ |x| < r
]

であるが、x が標準的なので、転移公理を適用できて

∀r ∈ R
[

r > 0 ⇒ |x| < r
]

となる。もしも x 6= 0 ならば |x|/2 > 0 であるから |x| < |x|/2 を得るの

で矛盾。よって x = 0 となる。

2. 無限に近い. 実数 x, y の差が無限小であるとき, x, y は無限に近
いといい、x ' y と書く。直接定義を書けば

(b) x ' y
def⇐⇒ ∀sr ∈ R

[
r > 0 ⇒ |x − y| < r

]
　である。上の命題より次がわかる。

命題. ２つの標準的な実数が無限に近ければ等しい。

超準数学入門 1996
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3. 有界. 実数 x の絶対値がある標準的な実数よりも小さいとき、すな
わち

∃sr ∈ R
[
|x| < r

]
であるとき、x は有界であるという。どの実数よりも大きな自然数
が存在するので、この条件は

∃sn ∈ N
[
|x| < n

]
と同値である。

注意. 自然数については、標準的であることと有界でることとが同
値な条件となる。標準的ならば有界であることは明らかであるが、
その逆はm が有界であること

∃sn ∈ N
[

m < n
]

と、m が非標準的であること

∀sn ∈ N
[

n < m
]

とは、明らかに両立しないことからわかる。

実数については、標準的ならば有界であるが、その逆は成り立たな
い。すなわち、有界であっても標準的であるとは限らない。実際、
標準的な数に無限小の数を加えても有界である。しかし、次のこと
を示すことができる。証明は自明ではない。

4. 定理 (有界実数の標準成分). どの有界な実数も、ただ一つの標準的
な実数と無限に近い。

証明. a を有界な実数とする。a と無限に近い標準的な数は高々一つしか
ないことは上の命題より明らかである。そこで、そのような標準的実数の
存在を示そう。

X := S{ x | a < x }

とおくと、これは空ではない標準的な集合で、下に有界である。そこで

x := inf X

が定義されるが、これが標準的で x ' a となる。以下これを示そう。

標準的であることは、inf という写像は、下に有界な実数の集合の集合から
実数への標準的な写像であるから、X が標準的なので x も標準的となる。

任意の標準的な正実数 ε について |x − a| < ε であることを示す。

まず、a− x ≥ ε と仮定してみよう。すると、任意の X の標準的な元 y に
ついて

y > a > a − ε/2 ≥ x + ε/2
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が成り立つ。従って、

∀sy ∈ X
[

y > x + ε/2
]

より、（x + ε/2 が標準的であることにより）転移公理から

∀y ∈ X
[

y > x + ε/2
]

を得るが、これは x が X の下限であることに矛盾する。よって

a − x < ε

が示された。

次に x − a ≥ ε と仮定して見よう。このとき

a < a + ε/2 ≤ (x − ε) + ε/2 = x − ε/2.

従って、標準的な数 x− ε/2 は X の元となる。するとそれは下限 x より
も大きくなければならないがそれは不可能である。よって、

　 x − a < ε

が示された。

以上を併せて、任意の標準的な正実数 ε について |x − a| < ε が示された

ので x ' a となる。

有界な実数 a に対して a ' x を満たすただ一つの標準的な実数 x

を st (x) と書く。

5. st (x) の自明な性質. x, y, . . . は有界な実数とする。

(a) x ' st (x).

(b) x ' y ⇔ st (x) = st (y).

(c) x が標準的ならば x = st (x).

(d) x ≤ y ならば st (x) ≤ st (y).

注意. x < y ならば st (x) ≤ st (y) であるが st (x) < st (y) とは
限らない。

6. st (x) の性質. x, y, . . . は有界な実数とする。

(a) st (x + y) = st (x) + st (y).

(b) st (xy) = st (x) st (y).

超準数学入門 1996
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(c) x 6= 0 ⇒ st (y/x) = st (y) /st (x).

7. st(x),' の自明な性質（続）.

(e) St(x) = 0 ⇔ x ' 0 ⇔ x は無限小.

(f) |x − y| < ε がある無限小正実数 εについて成り立てば x ' y.

(g) x ' y ∧ x′ ' y′ ⇒ x + x′ ' y + y′.

(h) 無限小の実数と有界実数の積は無限小。

(i) x ' y ∧ x′ ' y′ ⇒ xx′ ' yy′.

証明.
|xy − x′y′| ≤ |x − x′|y + x′|y − y′|

であるが、x′, y はともに有界であるので、右辺は無限小である。し

たがって xy ' x′y′ となる。

8. st (x) の性質. x, y, . . . は有界な実数とする。

(a) st (x + y) = st (x) + st (y).

証明. x ' st (()x),y =' st (y) より x + y ' st (x) + st (y). st (x) +

st (y) は標準的なので st (x + y) = st (x) + st (y) となる。

(b) st (xy) = st (x) st (y).

証明. xy ' st (x) st (y) かつ st (x) st (y) は標準的であるから。

(c) x 6= 0 ⇒ st (y/x) = st (y) /st (x).

証明. y = (y/x)x に上を適用すれば st (y) = st (y/x) st (x).

(d) n が標準的な数であるとき st (
∏n

i xi) =
∏n

i st (xi).

証明. 非標準的帰納法を用いる。n = 1 ならばあきらか。n < k で成
立するとすれば

st

(
k∏
i

xi

)
= st

(
xk

k−1∏
i

xi

)
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= st (xk) st

(
k−1∏

i

xi

)

= st (xk)
k−1∏

i

st (xi)

= st

(
k∏
i

xi

)

より n = k でも成立する。よって、任意の標準的な自然数について

主張は成立する。

非標準的帰納法.

P を自然数についての任意の性質とする。このとき

• P (0) が真。

• 標準的自然数 nについて P (n) ⇒ P (n+1)が成り立つ。

がなりたてば、P (n) は任意の標準的な自然数 n に対して成
立する。

証明. X := S{ n | P (n) } とおく。仮定より、0 ∈ X, かつ

∀sn ∈ N
[

n ∈ X ⇒ n + 1 ∈ X
]

.

ところが、X は標準的なので、転移公理より

∀n ∈ N
[

n ∈ X ⇒ n + 1 ∈ X
]

が成立する。従って、帰納法より X = N となる。これより、すべ

ての標準的な自然数 n は X に属すること、すなわち、P を満たす

ことがわかる。

————————————————————

7. 命題（標準有限和に関する ' の不変性） n を標準的な自然数と
し、a1, · · · , an, b1, · · · , bn を実数列とするとき、

∀i
[

ai ' bi

]
⇒

n∑
i

ai '
n∑
i

bi.

超準数学入門 1996
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証明. ε = max { |ai − bi| | i = 1, · · · , n } とおくと、これは無限小となる
（なぜか？）。したがって |ai − bi| < ε が任意の i について成立するので

|
n∑
i

ai −
n∑
i

bi| <
n∑
i

|ai − bi|

< nε

n が標準的な自然数なので、nε も無限小となる（なぜか？）。したがって∑n
i ai '

∑n
i bi.

8. 命題（無限に近い数の比）. a, b を有界な数で無限小ではないと
する。ことのき、

a ' b ⇔ a/b ' 1.

証明. St(a/b) = St(a)/St(b)より、St(a/b) = 1 ⇔ St(a) = St(b), すなわ

ち、a/b ' 1 ⇔ a ' b.

9. 命題（標準有限積に関する' の不変性） n を標準的な自然数と
し、a1, · · · , an, b1, · · · , bn を有界な実数列とするとき、

∀i
[

ai ' bi

]
⇒

n∏
i

ai '
n∏
i

bi.

証明. 仮定より
∀i

[
st (ai) = st (bi)

]
.

であるから、

st

(
n∏
i

ai

)
=

n∏
i

st (ai)

=
n∏
i

st (bi)

= st

(
n∏
i

bi

)

10. 実関数の定める標準実関数.
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(a) f : R→R を写像で、a が有界ならば f(a) も有界であるもの
とする。このとき標準的な写像

Sf : R→R

で
∀sx ∈ R

[
Sf(x)

]
= st (f(x))

を満たすものがただ一つ存在する。

(b) 例. ε を無限小の正数とする。 写像 f : R→R を関係

f(x) = [x/ε]ε

により定める。ただし、[a]は実数 a の整数部分を表わす。こ
のとき、この写像が定める標準的な写像 Sf : R→R は恒等写
像となる。

証明. 任意の標準的な実数 x について

[x/ε] ≤ x/ε ≤ [x/ε] + 1

より
f(x) ≤ x ≤ f(x) + ε.

したがって、x ' f(x).

補足 実数と自然数の比較

無限小である 有界だが無限小でない 有界ではない

実数 or 有理数 非標準的 標準的または非標準的 非標準的
整数 なし 標準的 非標準的

すなわち、自然数については、標準的と有界とは同義語となる。

超準数学入門 1996
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8 実数列とその極限

以下次の記号を用いる。

∀nx
[

P (x)
]

def⇐⇒ ∀x
[

x が非標準的ならば P (x)
]

∃nx
[

P (x)
]

def⇐⇒ ∃x
[

x は非標準的で P (x) を満たす
]

8.1 定義. 自然数から実数への写像 f : N→R を実数列という。これ
を (ai)i∈N （ai := f(i)）のように書く。

8.2 定理 標準的な実数列 (ai)i∈N が a に収束するための必要かつ十
分な条件は, a が標準的な実数であって、

aω ' a

が任意の非標準的な自然数 ω について成り立つことである。

証明. まず、limi→∞ ai = a とする。　 lim は（収束実数列の集合から実
数への）標準的な写像なので a は標準的である。ω を非標準的な自然数と
し、ε を任意の正実数とする。このとき、

∃m ∈ N∀n ≥ m
[
|an − a| < ε

]
が成り立つ。転移公理を使うと（使えるか？）

∃sm ∈ N∀n ≥ m
[
|an − a| < ε

]
が成り立つ。そこで

∀n ≥ m
[
|an − a| < ε

]
が成り立つ標準的な m を一つとる。すると、どの非標準的な自然数 ω も
ω > m を満たすので |aω − a| < ε が成り立つ。以上により

∀sε > 0
[
|aω − a| < ε

]
すなわち aω ' a が示された。逆に

∀nω ∈ N
[

aω ' a
]

となる標準的な a があると仮定する。ε を標準的な正実数とする。すると
集合

{ | ∀` ≥ n
[
|a` − a| < ε

]
}

はすべての非標準的な自然数を含むので、ある標準的自然数 m を含む。
従って

∃sm∀` ≥ m
[
|a` − a| < ε

]
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が示せたので、ε, a が標準的でることにより転移公理より

∃m∀` ≥ m
[
|a` − a| < ε

]
を得る。従って

∀sε > 0∃m∀` ≥ m
[
|a` − a| < ε

]
となり、再び転移公理より、

∀ε > 0∃m∀` ≥ m
[
|a` − a| < ε

]
,

すなわち　 limi→∞ ai = a 導かれる。

8.3 注意. 数列が標準的でない場合は上の同値は成り立たない。例
えば

[8.3.1] an = 1 (n ≤ ω), 0 (n > ω) とすると limn an = 0 である
が aω = 1.

[8.3.2] an = ε （ε > 0 は無限小実数）とすれば、limn an = ε である
が、an ' 0 がすべての n について成立。

8.4 命題. 数列 (ai), (bi) が a, b に収束するならば、(ai + bi), (aibi)
も収束し

lim(ai + bi) = lim ai + lim bi, lim(aibi) = lim ai lim bi

となる。さらに ∀i
[

b 6= 0
]
かつ lim bi 6= 0 ならば (ai/bi) も収束

しその極限は a/b となる。

証明. 定理の主張は古典的な命題でパラメータはないので (ai), (bi) が標
準的である場合に証明すれば、転移公理より一般の場合も証明される。

そこで、(ai), (bi) は標準的で a, b におのおの収束するとする。このとき任
意の非標準的な自然数 ω について　 aω ' a, bω ' b である。これより、

aω + bω ' a + b

aωbω ' ab

aω/bω ' a/b

を得る。従って 定理の結論がこれらの数列について成り立つ。

超準数学入門 1996
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8.5 定理：コーシーの収束判定条件. 標準的な実数列 (ai) が収束す
るための必要かつ十分な条件は任意の非標準的な自然数 ω, η につい
て aω ' aη であること、すなわち

∀nω∀nη
[

aω ' aη

]
が成り立つことである。

証明. 収束しているときは、どの非標準的な自然数 ω についても aω ' a
であるから、どの標準的な自然数 ω, η についても、あきらかに aω ' aη.

逆にどの非標準的な自然数 ω, η についても aω ' aη ならば、ある非標準

的な ω を任意にとり a := st (aω) とおけば、どの非標準的な η について

も aη ' a となるので limn an = a となる。

8.6 命題. 有界単調非減少数列は収束する。

証明. 主張は古典的なので、標準的な有界単調非減少数列が収束するこ
とを示せばよい。(an) を標準的な有界単調非減少数列とする。このとき
{ M | ∀n

[
|an| ≤ M

]
} は空でない標準的な集合なので、標準的な元 M

を含む。従って、非標準的な ω について aω は「有界」であることがわか
る。従ってその標準的な部分を考えることができる。非標準的な ω < η に
ついて st (aω) = st (aη) を示す。st (aω) 6= st (aη) とすると単調性より

(∗) st (aω) < st (aη)

である。一方、標準的な m については単調性より

am = st (am) ≤ st (aω)

なので、転移公理により ∀m
[

am ≤ st (aω)
]
となる。これより aη ≤

st (aω) となり (*) に矛盾。



25

8.7 Robinson の補題.

[8.7.1] ∀sm
[

am = 0
]

⇒ ∃nω∀m ≤ ω
[

am = 0
]

.

[8.7.2] ∀nm
[

am ' 0
]

⇒ ∃nω∀m ≤ ω
[

am ' 0
]

.

証明. 最初の主張は標準的な自然数の集合がないことから明らか。後の主
張は an ' 0 という述語が古典的でないために { n | an ' 0 } という集合
を作れないので、工夫がいる。

{ m | ∀n ≤ m

[
|an| <

1
m

]
}

とおくと、これはすべての標準的な自然数を含むので、非標準的な自然数
ωも含む. すると

∀n ≤ ω

[
|an| <

1
ω

]
.

1
ω ' 0 より結論を得る。

超準数学入門 1996
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9 連続性

9.1 S-連続性

[9.1.1] 定義 写像 f : R→Rが x ∈ R において S-連続であるとは、

∀y ∈ R
[

y ' x ⇒ f(y) ' f(x)
]

が成り立つことをいう。

[9.1.2] S-連続性と連続性の違いのある例.

[9.1.2(1)] 連続ではあるが S-連続でない例. x 7→ (x + 1/x)2 は
x 6= 0 で連続である。しかし、x が有界でないとき、x で
は S-連続ではない。

[9.1.2(2)] S-連続ではあるが連続でない例. fε(x) = ε · sgn(x) と
おく、ただし sgn は符号関数

sgn(x) =


1 if x > 0
0 if x = 0
−1 if x < 0

ε 6= 0 ならば fε は原点で連続ではない。しかし、ε が無限
小正実数ならばこの関数はいたるところ S-連続である。

[9.1.3] 定理 f : R→R と x ∈ R がともに標準的ならば

f が x において連続⇐⇒ f が x において S-連続.

[9.1.4] 定理. f : I→R が標準的であるとき、

f は I 上で連続⇔ ∀sx ∈ I
[

f は x 上で S-連続
]

証明. f が標準的なので、上の定理より

{ x ∈ I | f は x で連続 } = S{ x ∈ I | f は x で S-連続 }

より。

標準的な関数については、標準的な点での S-連続性さえわか
れば、至るところで連続となるのである。このことは、標準的
でない点では、S-連続とは限らないことを考えると、意外性が
ある。
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[9.1.5] 注意 S-連続性は次の意味で連続性を 間接的に定義する. I

を標準的な区間, F := { f | f : I→R } を I 上の実数値関数の
成す標準的な集合とする。このとき

S{ (f, x) ∈ F × I | f は x で S-連続 } = { (f, x) ∈ F × I | f は x で連続 }.

である。f, x のいずれかが標準的でない場合については S-連
続性と連続性の関係は自明ではない。しかし、たとえば次は示
せる：

[9.1.6] 定理. I は標準的な区間、g : I→R を S-連続な関数とし、
標準的な x ∈ I については g(x) は有界であるとする。このと
き [8.10.1] で定義した Sg は連続である。

[9.1.7] 例. g(x) := εf([x/ε]) とおくと、Sg = f .

9.2 連続関数についての標準的定理の例. 以下の定理の主張は古典的
であることに注意せよ。証明は非標準的な議論を使う。

[9.2.1] 中間値の定理. f : [0, 1]→R が連続で f(0) < 0 < f(1) な
らば f(x) = 0 となる x ∈ [0, 1] が存在する。

証明. F ⊆ [0, 1] を標準的な元をすべて含む有限集合とする。x を

{ y ∈ F | f(y) > 0 } の最小元とすると f(st (x)) = 0 となる。

[9.2.2] コンパクト集合上の連続関数の最大値の存在定理. I をコン
パクトな区間とし、f : I→R を連続関数とする。このとき f

は I 上で最大値を取る。

証明. I, f は標準的であるとして証明すればよい。F ⊆ [0, 1] を標準
的な元をすべて含む有限集合とする。a ∈ F において f |F が最大値
を取るとする。I はコンパクトで標準的なので次の補題より a は有
界で st (a) ∈ I. このとき f は st (a) において最大値をとることがわ
かる。実際

∀sx ∈ I
[

f(x) ≤ f(a)
]

.

ところが、x ∈ I が標準的ならば f(x) ≤ f(a) ' f(st (a)) より
f(x) ≤ f(st (a)). 従って

∀sx ∈ I
[

f(x) ≤ f(a)
]

.

転移公理より
∀x ∈ I

[
f(x) ≤ f(a)

]
超準数学入門 1996
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を得る。

[9.2.3] 補題 (コンパクト性の特徴付け) 標準的な集合 I ⊆ R がコ
ンパクトであるための必要かつ十分な条件は

• I の元はすべて有界,

• I の元の標準的な部分は再び I の元.

注意. 一般に標準的な X ⊆ R に対して

X = X∗,

ただし、X∗ ⊆ R は X の影(shade)と呼ばれるもので　

X∗ := S{ x ∈ R | ∀sε > 0∃y ∈ X
[
|x − y| < ε

]
}

により定義される. X が標準的な場合は

X∗ = S{ x ∈ R | ∃y ∈ X
[

x ' y
]
}

となる。

9.3 S-一様連続性

[9.3.1] 定義. f : I→R が S-一様連続であるとは

∀x, y ∈ I
[

x ' y→f(x) ' f(y)
]

.

これは、∀x ∈ I
[

f は x で S-連続
]
というようにも表現で

きる。

[9.3.2] 定理. f が標準的であるとき、

f は一様連続 ⇐⇒ f は S-一様連続.

[9.3.3] 定理 (コンパクト集合上のでの連続関数の一様連続性). I が
コンパクトな区間であるとき、I 上で連続な関数は I 上で一様
連続である。

証明. 次の補題より任意の x, y ∈ I は有界で

x ' st (x) , y ' st (y) .
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　従って、x ' y ならば st (x) = st (y) で

f(x) ' f(st (x)) = f(st (y)) ' f(y).

補足.

1 定理 [10.1.6](Continuous shade)の証明. f = Sg とおく。f が標
準的な点 x で連続なことをいえばよい。ε > 0 を標準的とする。y

も標準的ならば

|f(x)−f(y)| ≤ |f(x)−g(x)|+|g(x)−g(y)|+|f(y)−g(y)| ' |g(x)−g(y)|

であるから、標準的な ε > 0 に対して

∃sη > 0
[
|x − y| < η ⇒ |g(x) − g(y)| < ε

]
を示せばよい。しかし、このことは S-連続性により

{ η > | |x − y| < η ⇒ |g(x) − g(y)| < ε }

が任意の無限小正実数を含むことからいつもの議論からわかる。

2 コンパクト性について [10.2.3] I ⊆ R のコンパクト性を２つの
条件で述べたが、これは次のように一言で表現する方が明快である
（これを S-コンパクト性と呼ぶ）。I のすべての要素は I の標準的な
要素に無限に近い、すなわち

∀x ∈ I∃sy ∈ I
[

x ' y
]

.

さて、この証明は次の通り。

証明. まず、I をコンパクトかつ標準的とし、x ∈ I とする。I は有界な
集合なので、

∃R　 ∀x ∈ I
[
|x| < R

]
であるが、転移公理より

∃sR　 ∀x ∈ I
[
|x| < R

]
となる。したがって x は有界となり、x ' st (x). いま、st (x) ∈ I ではな
いとすると、I は閉集合なので、

∀z ∈ I
[
|z − st (x) | > ε

]
超準数学入門 1996
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となる正数 ε が存在するが、転移公理より、この ε は標準的なものとして
とれる。これは x ' st (x) と矛盾する。よって st (x) ∈ I でなければなら
ない。

逆に I は S-コンパクトであるとする。もしも I が有界でないとすると、
|xn| > n となるような数列 (xn) ⊆ I が存在する。このとき標準的でない
ω について xω あ有界でなくなり、 S-コンパクト性に矛盾する。

また、I が閉集合でないとする。このとき、I の標準的点列 (xn)で x /∈ I

に収束するものがとれる（転移公理を使っていることに注意！）。すると、

標準的でない ω について st (xω) /∈ I となり、再び S-コンパクト性と矛盾。

3 shadow について. X ⊆ R について

X∗ := S{ x ∈ R | ∃y ∈ X
[

y ' x
]
}

と定義するとき、X が標準的ならば、

X∗ = X

となることは次のようにして証明できる：

証明. x を標準的な実数とする。

x ∈ X とする。このとき lim xn = x となる I の点列がとれる。すると標
準的でない ω について x ' xω ∈ I となる。

x ∈ X∗ とする。このとき、x ' y ∈ I となる　 y がある。従って

∀sε > 0∃y ∈ I
[
|x − y| < ε

]
である。転移公理より

∀ε > 0∃y ∈ I
[
|x − y| < ε

]
,

すなわち、x ∈ X.
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10 微分可能性

10.1 定義 I を区間とし、写像 f : I→R が a ∈ Io において S-微分可
能 であるとは、

∃sm

 x ' a ⇒
f(x) − f(a)

x − a
' m

 .

ただし、Io は I の内点を表わす。

10.2 定理 f : I→R と x ∈ R がともに標準的ならば

f が x において微分可能⇐⇒ f が x において S-微分可能.

10.3 定理. f : I→R が標準的で x で微分可能であるとき、

∀sε > 0 ∃δ > 0 ∀y

 0 < |x − y| < δ ⇒

∣∣∣∣∣∣f(y) − f(x)

y − x
− f ′(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε

 .

証明.略証. 微分可能な点の全体は標準的な集合 J となる。標準的な
x ∈ J と標準的な正数 ε について

∀y

[
0 < |x − y| < δ ⇒

∣∣∣∣∣f(y) − f(x)
y − x

− f ′(x)

∣∣∣∣∣ < ε

]
は無限小の δ についてはいつも成立するので、

∃δ > 0∀y

[
0 < |x − y| < δ ⇒

∣∣∣∣∣f(y) − f(x)
y − x

− f ′(x)

∣∣∣∣∣ < ε

]
.

従って、

∀x ∈ J∃δ > 0∀y

[
0 < |x − y| < δ ⇒

∣∣∣∣∣f(y) − f(x)
y − x

− f ′(x)

∣∣∣∣∣ < ε

]
.

10.4 強微分可能性. 標準的な f : I→R が 標準的な a ∈ Io で強微分
可能であるとは、

∀x ∈ I∀y ∈ I

 x ' a ∧ y ' a ∧ x 6= y ⇒
f(x) − f(y)

x − y
' f ′(x)

 .

超準数学入門 1996
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標準化公理より、任意の f, a についても、f が a で強微分可能であ
る、という概念が間接的に定義される。

10.5 定理. 標準的な f が I 連続的に微分可能であることと I で強微
分可能であることとは同値である。

証明. f が連続的に微分可能であるとする。a ∈ I を標準的とする。x '
y ' a で x < y とする。Rolle の定理より x < z < y で

f(x) − f(y)
x − y

' f ′(z)

となるものがある。z ' a より f ′(z) ' f ′(a).

逆に、f が I で強微分可能とする。f ′ は標準的なので f ′ が標準的な a ∈ I
で S-連続であることを示せばよい。x ' a とする。x でも微分可能なの
で、定理より

∀y

[
0 < |x − y| < δ ⇒

f(y) − f(x)
y − x

' f ′(x)

]

となる無限小 δ > 0 がある。y = x + δ/2 とおくと一方 x ' y ' a となる
ので強微分可能性より、

f(y) − f(x)
y − x

' f ′(a).

以上より f ′(x) ' f ′(a) を得る。

10.6 Taylor 展開. f, a, n が標準的なとき

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)
(x − a)2

2
+ · · · + f (n)(a)

(x − a)n

n!
+εn,a(x)(x − a)n+1

ただし、
x ' a ⇒ εn,a(x) ' 0.

10.7 Rollの定理は、区間 [a, b]上実関数が、内点で微分可能でf(a) = f(b)
を満たすとき f ′(c) = 0 を満たす a < c < b が存在することを主
張するものであった。この証明は、転移公理により、a, b, f が標準
的な場合に示せばよい。今、[a, b] はコンパクトなので定数でない限
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り、内点 c で最大値または最小値をとる。このとき、c は標準的で
あるとしてよい。すると f は c で S-微分可能であるから、

f(c) − f(d)

c − d
' m ∀d ' c

である。従って

f(d) = f(c) + (m + r)(d − c)

で d ' c とすると、 r ' 0 であるから、 m > 0 ならば m + r > 0.
従って、f(d) は f(c) よりも大きくも小さくもなるので矛盾。

10.8 これを、

F (x) =

∣∣∣∣∣ f(x) − f(a) f(b) − f(a)
x − a b − a

∣∣∣∣∣
に適用すると、a < c < b で

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a

を満たすものがあることがわかる（この証明は非標準的なことは使っ
ていない。）。

10.9 系. 区間 [a, b] の内点で微分可能な関数 f ′(x) が、内点の至る所
で f ′ = 0 を満たすとき f は定数であることがわかる。

超準数学入門 1996
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11 積分

11.1 定義 無限小正実数 ε > 0 を一つ選ぶ。I = [a, b] と有界な写像
f : I→R の組 (a, b, f) から R への写像

Θ : (a, b, f) 7→
∫ b

a
f(x)dx

を a, b, f が標準的な場合に

∫ b

a
f(x)dx = st

ε
∑

a≤jε<b

f(jε)


となるように定義する（写像の間接的定義！右辺が定義されること
を確認しなければいけない）。

11.2 基本的な性質.

[11.2.1] 区間についての加法性∫ c

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx +

∫ c

b
f(x)dx.

[11.2.2] 基本的評価. ∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ (b − a) sup |f |.

[11.2.3] ∀x
[

f(x) ' 0
]
ならば

∫ b

a
f(x)dx ' 0.

[11.2.4] F : x 7→
∫ x
a f(t)dt は連続である。

[11.2.5] f が標準的で連続ならば、F : x 7→
∫ x
a f(t)dt は各標準点 x で

強微分可能となり、微分係数は f(x) となる。すなわち F は f

の原始関数となる。

[11.2.6] f が連続的に微分可能であるとき、∫ b

a
f ′(x) dx = f(b) − f(a).
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11.3 定理 連続な f に対しては
∫ b
a f(x)dx は無限小数 ε のとり方によ

らずに決まる。

証明. 概要 ２つの無限小実数 εi (i = 1, 2) から定義される積分につい
ての写像

Fi : x 7→
∫ x

ia

f(x)dx (i = 1, 2)

は連続で Fi(a) = 0 かつその導関数はいずれも f(x) である。従って F1 =

F2 でなければならない。

11.4 定理. 標準的な写像 f, g : I→R と、連続的に微分可能な写像
p : I→R が存在して、

∀x ∈ I
[

f(x) ' p(x)
]

∀x ∈ I
[

g(x) ' p′(x)
]

を満たすならば、f は連続的に微分可能でありその微分は g となる。

証明.

f(x) − f(a) ' p(x) − p(a) =
∫ x

a

p′(x)dx '
∫ x

a

g(x)dx.

11.5 例.

[11.5.1]

ex = st

1 +
x

n

n

より

　
dex

x
= st

(1 +
x

n
)n−1

 = ex.

超準数学入門 1996
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12 常微分方程式

12.1 f : [a, b] × [c, d]→R を連続関数とする。微分方程式

u′ = f(x, u)

の解とは、連続的に微分可能な関数 u : [a, b]→[c, d] で

u′(x) = f(x, u(x)) ∀x ∈ [a, b]

が成り立つものをいう。

12.2 ペアノの定理. 連続関数 f : [a, b] × [c, d]→R が

∀x ∈ [a, b]
[
|f(x)| ≤ M :=

d − c

2(b − a)

]
を満たすとき、

u(a) =
c + d

2
を満たす解 u が存在する。

証明. f, a, b, c, d は標準的であるとしてよい。

[a, b] = [0, A], [c, d] = [−B,B] としても一般性を失わない。このとき仮
定は、

∀x ∈ [0, A]
[
|f(x)| ≤ B/A

]
.

無限小実数 ε を一つ固定し、

V (0) = 0, V (n + 1) = V (n) + f(nε, V (n)ε

により V : { n | nε ≤ A }→R を定義し、これを用いて写像 v : [0, A]→R
を

v(x) := V
([x

ε

])
により定義する。

• |v(x)| ≤ AB ∀x ∈ [0, A].

が示されるので、v(x) は有界となる。従って、

u(x) = v(x)∗

により、標準的な写像 u : [0, A]→[−B,B] が定義される。
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• v は S-連続である。

証明. x < x′ のとき

v(x′) − v(x) =
∑

x≤nε<x′

f(nε, v(nε))ε

であるから。

Continuous shade theorem より

• u は連続。

さて、x < x′ が標準的なとき、

|u(x) − u(x′)| ≤ st (|) v(x) − v(x′)| ≤ B|(x′ − x)|.

転移公理よりすべての x, x′ に対して

|u(x) − u(x′)| ≤ B|(x′ − x)|.

従って、x = st (nε) , x′ = nε のとき

u(nε) ' u(x) = st (v(x)) ' v(x) ' v(nε).

よって、f の一様連続性より

f(nε, u(nε)) ' f(nε, v(nε)).

これより

u(x) ' v(x)

=
∑

0≤nε<x

f(nε, v(nε))ε

'
∑

0≤nε<x

f(nε, u(nε))ε.

両辺の標準的な部分をとれば

u(x) = st

 ∑
0≤nε<x

f(nε, u(nε))ε

 =
∫ x

0

f(t, u(t))dt.

従って u は連続的に微分可能で

u′(x) = f(x, u(x))

となる。すなわち、u は解となる。

超準数学入門 1996



38

13 チューリング機械

13.1 定義. 次のような３つ組 TM = (Σ, Q, δ) をチューリング機械と
いう。

• Σは有限集合で、その元はテープ記号と呼ばれる。空白記号 B

と 区切り記号 # を含む。

• Q は状態空間と呼ばれる有限集合で、その元はヘッダの状態と
呼ばれる。初期状態 q0 と停止状態 H とを含む。

• δ : Σ × Q → Σ × Q × {L,R, 0}, は状態遷移規則と呼ばれる写
像であり、次を満たす。

δ(σ,H) = (σ,H, 0), σ ∈ Σ.

13.2 チューリング機械の状態. チューリング機械の状態は、Σ∪Q の
無限列で

• 有限個を除いて B、

• Q の元が１回だけ出てくる。

状態が · · ·σ−1qσ0σ1 · · · であるとき CPU は現在 q という状態にあ
り、現在見ている場所に書かれている記号は σ0 であり、その右に
は σ1, σ2, · · · と記号が書かれていて、左には · · ·σ−2, σ−1 と記号が
並んでいる。

チューリング機械M の状態の全体を S(M)　と書く。

13.3 チューリング機械の動作. チューリング機械の動作は、書換規則
で表現できる：現在 · · · τqσ · · · であるとき

• δ(q, σ) = (q′, σ′, 1) のとき qσ→σ′q′,

• δ(q, σ) = (q′, σ′,−1) のとき τqσ→q′τσ′,

• δ(q, σ) = (q′, σ′, 0) のとき qσ→q′σ′.

チューリング機械 M の有限回の動作で、状態 ω が状態 η に遷移
するとき

ω `M η

と書く。
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初期状態 q0ω から動作を始めて Hη に達した場合に

M, q0ω ` η

ともかく。もしも H を含む状態には達しないときはM は テープ
ω についてループするという。

13.4 チューリング計算可能性. 部分関数 f : Nm→N がチューリング
計算可能であるとは、次のようなチューリング機械M が存在する
ことである：

f(n1, · · · , nm) = n
def⇐⇒ M, 1n1#1n2# · · ·#1nm ` 1n.

13.5 チューリング機械のグラフ表示. 次のようなラベル付有向グラフ
によりチューリング機械の構造を記述できる：

• Q の元は頂点を表わす。

• δ(q, σ) = (q′, σ′, D) のとき、q から q′ への向きのついた辺を
書きラベル σ/σ′, D を記入する。

13.6 例.

[13.6.1] 加算. σ は現在読んでいるテープ記号とする。

q0 初期状態。もしも σ = # ならば n = 0 ということなので
何もしないで終わる。σ = 1 ならばそれを 2 に書き換えて
右に移り、状態は q1 となる。

q1 右に # が見つかるまで移動し、見つかれば q2 に遷移する。

q2 右に B が見つかるまで移動し、見つかればそれを 1 に書き
換えて、 q3 に遷移し左に移動。

q3 左に # が見つかるまで移動し、見つかれば q4 に遷移し左
に移動。

q4 σ = 2 ならば処理が終わったので、2 を 1 に戻す q5 に遷移
する。σ = 1 ならば状態 q6 に遷移。

q5 左に移動しながら 2 を 1 に書き換える。B に達したら右に
移って停止。

q6 左に 2 を見い出すまで移動し、右に戻って今までの操作を
再開すべく　状態 q0 に戻る。

この機械を初期状態を q01n#1m として動かすと H1n#1n+m

となって停止する。
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なお、上の表記ではテープ記号すべてについて動作を記述して
いないので、チューリング機械の構造は確定していない。しか
し、(n,m) 7→ (n, n+m) という演算を実現するという点では、
上の図で表わされる動作を「含む」チューリング機械ならばな
んでもよいのである。

13.7 チューリング機械の合成. いくつかのチューリング機械があり、
テープ記号が共通している場合には、それらを合成して、新しい
チューリング機械を作ることができる。

13.8 練習問題

[13.8.1] 掛け算をするチューリング機械を構成せよ。

[13.8.2] 割り算をするチューリング機械を構成せよ。
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14 チューリング機械の非標準的な使い方.

標準的なチューリング機械を用いて実数の計算概念を定義する。η を
非標準的な自然数とし、ω := η2,ε := η−1 とおく。標準的な非負実数 x に
対して

N(x) :=
[
x

ε

]
< η2 = ω

とおくと
x ' N(x)ε.

14.1 計算可能性 部分写像 f : Rn→R が計算可能であるとは、ある標
準的なチューリング機械M = (Σ, Q, δ) が存在し、

q01N(x1)#1N(x2)# · · ·#1N(xm)#1ω1 · · ·#1ωk `M H1N ,

であるときに限り f(x1, x2, · · · , xm) が定義され、

f(x1, x2, · · · , xm) ' Nε

となることをいう。これは別の言いかたをすれば、通常の意味で
チューリング計算可能な標準的な部分写像 F : Zn ×Zm→Zが存在
して、

f(x1, x2, · · · , xm) ' F (N(x1), N(x2), · · · , N(xm), ω1, · · · , ωm)ε

となることを意味する。

14.2 例.

[14.2.1] 和.

[14.2.2] 積. このときは η による「割り算」が必要となる。

xy ' N(x)N(y)ε2 = (N(x)N(y)/η)ε.

[14.2.3] 計算可能関数の積分. f(x) ' F (N(x))ε のとき∫ x

f(x)dx ' G(N(x))ε,

ただし、
G(n + 1) = G(n) + F (n),

であり、G は明らかに計算可能.
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[14.2.4] 計算可能関数で与えられる常微分方程式の解写像: f(y, t) を計
算可能関数とするとき,常微分方程式

y(0) = a, y′(t) = f(y(t), t)

の解は計算可能である。実際

f(x, t) ' F (N(x), N(t))ε

で、F は計算可能とする。このとき 原始帰納法

X(0) = a, X(n + 1) = X(n) + F (X(n), n)

で定義される X(n) によって解は

x(t) ' X(N(t))ε

と表わされる。
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15 内的集合論の無矛盾性について

[15.2.1] 公理系の保存拡大の概念. ある公理系 Φ に、新しい述語や
公理を 付け加えた公理系 Φ′ が、保存拡大(Conservative ex-
tension)であるとは、Φ の命題が公理系 Φ′ で証明できれば Φ
でも証明できることをいう。これは、換言すれば Φ′ の定理の
中で、Φ の用語で表現できるものは、Φ の定理であることを
意味する。

[15.2.2] 定理 (C.Herz). 内的集合論は Zermelo-Fraenkel の公理的集
合論の保存拡大である。

[15.2.3] 系. Zermelo-Fraenkel の公理的集合論が無矛盾ならば、内
的集合論 も無矛盾である。

[15.2.4] 注意. この定理により、内的集合論で得られる古典的定理は
すべて、普通の集合論で証明される。しかし、内的集合論の価
値は、普通の定理の別証明を得ることだけにあるのではない。
その意義としては

[15.2.4(1)] 豊富な記述力: 無限小に言及する非古典的概念が、直観的
内容を直載に表現することを可能とする。（例：S-連続性,S-
微分可能性）

[15.2.4(2)] 内的集合論には、古典的な命題や議論の論理的複雑度を大
幅に減らす力があるために、新しい事実の発見に導く潜在
力を持つ。（例：Berstein-Robinson の定理：無限次元のヒ
ルベルト空間の作用素 T が、ある多項式 p 6= 0 について
p(T ) がコンパクトとなるとき、T は自明でない閉不変部
分空間を持つ。(cf. Robert[0.2.1] Chapter 11.)）
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結び

超準数学に基づく種々の研究がなされている。解析学への応用（漸近
解析、微分方程式の分岐の分析　等々）、確率解析への応用などが著しい
が、内的集合論により、応用の可能性は数学の全分野に広がった。

数学という学問の基盤ですら、現在のものとは違う（よりすぐれた面
を持つ）選択肢があることを内的集合論は明確に示している。しかし、内
的集合論が数学研究の場に浸透するまでには多くの時間を要するであろ
うし、それどころか忘れ去られてしまう可能性もあろう。生物の進化と同
様、学問のもつ多様な可能性の中で将来どれが中心的な基盤をなすように
なるのかを予期することはできない。


